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ZE´RO-CYCLES SUR LES SURFACES DE DEL PEZZO
(VARIATIONS SUR UN THE`ME DE DANIEL CORAY)
JEAN-LOUIS COLLIOT-THE´LE`NE
1. Introduction
Dans sa the`se (Cambridge, 1974) [C1], Daniel Coray montra que si une surface
cubique lisse X de´finie sur un corps k parfait posse`de un point rationnel dans une
extension finie de corps K/k de degre´ premier a` 3, alors elle posse`de un point
rationnel dans une extension de corps K/k de degre´ soit 1, soit 4, soit 10. Voici le
principe de sa de´monstration. On conside`re un point ferme´ P de degre´ premier a` 3
aussi petit que possible, on fait passer par ce point et par un point de degre´ 3 une
surface de P3 de degre´ aussi petit que possible, pour que le genre arithme´tique pa
de la courbe intersection Γ soit aussi petit que posssible. Si cette courbe est lisse et
ge´ome´triquement connexe de genre g = pa, on applique le the´ore`me de Riemann-
Roch sur la courbe Γ a` un ze´ro-cycle de degre´ au moins e´gal a` g, premier a` 3, et de
degre´ aussi petit que possible. Dans les bons cas, on e´tablit ainsi l’existence sur Γ
et donc sur X d’un ze´ro-cycle effectif, et donc d’un point ferme´, de degre´ premier
a` 3 plus petit que celui que l’on avait au de´but, et on recommence le proce´de´. Le
processus a ses limites : on n’arrive pas a` re´soudre les cas 4 et 10, dont la possibilite´
a` ce jour n’est pas exclue.
La me´thode fut ensuite applique´e par Coray [C2] aux surfaces de del Pezzo de
degre´ 4, et une variante fut applique´e par Coray et moi [CTC] aux surfaces fibre´es
en coniques sur la droite projective.
Une difficulte´ technique dans ces articles est que les courbes obtenues dans
un syste`me line´aire donne´ ne sont pas a priori lisses ni meˆme ge´ome´triquement
irre´ductibles : on doit donc discuter les de´ge´ne´rescences possibles.
Voici le contenu du pre´sent article.
Au §2, on donne un argument ge´ne´ral, combinant the´ore`me de Bertini, de´formation
et spe´cialisation, qui dans ce type d’argument peut permettre de ne conside´rer que
le cas des courbes lisses. Aux paragraphes suivants, on utilise syste´matiquement
cette simplification de la me´thode de Coray.
Au §3 on reprend l’argument de Coray [C1] pour les surfaces cubiques.
Au §4, on montre que si une surface cubique lisse posse`de un point rationnel, alors
le groupe de Chow des ze´ro-cycles est engendre´ par les points rationnels et les points
ferme´s de degre´ 3, et que tout ze´ro-cycle de degre´ au moins 10 est rationnellement
e´quivalent a` un ze´ro-cycle effectif.
Au §5 on traite le cas des surfaces de del Pezzo de degre´ 2. On montre ici que
s’il y a un point dans une extension de corps de degre´ impair, alors il y a un point
dans une extension de degre´ 1, 3 ou 7.
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Au §6, on note que ceci ache`ve la de´monstration de l’e´nonce´ suivant : pour toute
k-surface projective, lisse, ge´ome´triquement rationnelle, k-minimale X , il existe un
entier N(X) qui ne de´pend que de la ge´ome´trie de X tel que, si X posse`de un
ze´ro-cycle de degre´ 1, alors X posse`de des points ferme´s de degre´s premiers entre
eux et plus petits que N(X).
Au §7, logiquement inde´pendant du reste de l’article, on revient aux surfaces
cubiques. On s’inte´resse a` une question souleve´e par Qixiao Ma [QM] : sur une
surface cubique lisse sans point rationnel, existe-t-il un point ferme´ de degre´ 3 non
de´coupe´ par une droite ? On relie ce proble`me a` la question (ouverte) de la densite´
des points rationnels sur une surface de del Pezzo de degre´ 1.
Pour ne pas alourdir ce texte, on se limite aux corps de caracte´ristique nulle.
On laisse au lecteur le soin de voir ce qui subsiste sur un corps quelconque. Des
re´sultats dans cette direction sont obtenus dans [C1] et [QM].
On utilise librement dans cet article la the´orie des surfaces cubiques et plus
ge´ne´ralement des surfaces de del Pezzo comme on peut la trouver dans les livres
[Ma] et [Kol].
2. Bertini et corps fertiles
Rappelons l’une des versions des the´ore`mes de Bertini.
The´ore`me 2.1. Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro. Soit X une k-varie´te´
projective, lisse, ge´ome´triquement connexe. Soit f : X → Pnk un k-morphisme
d’image de dimension au moins 2 et engendrant l’espace projectif Pnk . Il existe un
ouvert non vide de l’espace projectif dual de Pnk tel que pour tout hyperplan h de
Pnk correspondant a` un point de cet ouvert, la k-varie´te´ f
−1(h) ⊂ X soit projective,
lisse, ge´ome´triquement connexe.
Re´fe´rence : Jouanolou [J, Chap. I, The´ore`me 6.3]. Sur un corps alge´briquement
clos : Hartshorne [H, Cor. III.10.9 et Ex. III.11.3]
Lemme 2.2. Soit k un corps. Soit X une k-varie´te´ projective, lisse, ge´ome´trique-
ment connexe. Soit f : X → Pnk un k-morphisme dont l’image engendre l’espace
projectif Pnk . Soit r ≤ n + 1 un entier. Il existe un ouvert de Zariski non vide de
Xr dont les points ge´ome´triques sont les r-uples (P1, . . . , Pr) ∈ Xr dont les images
sont des points projectivement inde´pendants dans Pn.
De´monstration. C’est clair. 
Proposition 2.3. Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro. Soit X une k-varie´te´
projective, lisse, ge´ome´triquement connexe. Soit f : X → Pnk un k-morphisme
d’image de dimension au moins 2, engendrant l’espace projectif Pnk . Soit r ≤ n un
entier. Il existe un ouvert non vide U ⊂ Xr tel que, pour tout corps L contenant
k et pour tout L-point (P1, . . . , Pr) ∈ U(L), il existe un hyperplan h ⊂ PnL tel que
l’image re´ciproque f−1(h) ⊂ XL soit une L-varie´te´ lisse et ge´ome´triquement inte`gre
contenant les points {P1, . . . , Pr}.
De´monstration. Soit d la dimension de X . Notons P∗ le projectif des hyperplans
de P = Pn. On note indiffe´remment h un point de P∗ ou l’hyperplan de P qu’il
de´finit. Pour h ∈ P∗, on note Xh = f−1(h). Par hypothe`se, chaque Xh est de
dimension d− 1. Par le the´ore`me 2.1, il existe un ouvert non vide W0 ⊂ P∗ tel que
pour tout h ∈W0, la varie´te´ Xh soit lisse et ge´ome´triquement connexe.
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Soit Z ⊂ Xr ×P∗ le ferme´ dont les points ge´ome´triques sont les (P1, . . . , Pr;h)
avec h ∈ P∗ et Pi ∈ f−1(h). Soient p : Z → P∗ et q : Z → Xr les deux projections.
Soit U1 ⊂ Xr un ouvert donne´ par le lemme 2.2. La restriction V1 = q−1(U1)→
U1 de q : Z → Xr au-dessus de U1 est une fibration en espaces projectifs de dimen-
sion N − r. La fibre au-dessus d’un point (P1, . . . , Pr) consiste en les hyperplans
de Pn qui contiennent (P1, . . . , Pr). Cette fibration est localement scinde´e pour la
topologie de Zariski, localement c’est un espace projectif. La varie´te´ V1 est donc
lisse, ge´ome´triquement inte`gre, de dimension rd +N − r. Au-dessus de tout point
h ∈ P∗, la fibre de la projection Z → P∗ est le produit (Xh)r, qui est de dimension
r(d − 1). Si l’image de V1 ⊂ Z via la projection p : Z → P∗ n’e´tait pas Zariski-
dense dans P∗, alors la dimension de V1 serait au plus r(d − 1) + N − 1. Ainsi le
morphisme compose´ V1 ⊂ Z → P∗ est dominant. Soit W1 ⊂ P∗ un ouvert non vide
contenu dans son image. Soit W = W0 ∩W1 ⊂ P∗. Soit V = p−1(W ) ∩ V1 ⊂ Z.
Soit U := q(V ) ⊂ Xr. C’est un ouvert de U1 ⊂ Xr, puisque q : V1 → U1 est un
fibre´ projectif, en particulier est lisse. Comme q : V1 → U1 est un fibre´ projectif
localement scinde´ pour la topologie de Zariski, et que le corps de base k est infini,
pour tout corps L contenant k, la fle`che induite V (L)→ U(L) est surjective.
Pour tout point h ∈ W ⊂ P∗, l’image re´ciproque Vh via V → W est non vide,
et c’est un ouvert de p−1(h) ⊂ Xr. Par ailleurs p−1(h) = (Xh)r, qui est lisse et
ge´ome´triquement connexe car on a W ⊂W0.
On a bien montre´ : Pour tout L-point M = (P1, . . . , Pr) de U , il existe un L-
hyperplan h de PnL, contenant chacun des f(Pi), et tel que f
−1(h) ⊂ XL soit une
L-hypersurface lisse et ge´ome´triquement inte`gre. 
Etant donne´s une varie´te´ quasiprojective lisse inte`gre X sur le corps k (de ca-
racte´ristique ze´ro) et un entier naturel m ≥ 1, on note SymmX le quotient de
Xm par l’action du groupe syme´trique Sm. Il y a une bijection naturelle entre les
k-points de SymmX et les ze´ro-cycles effectifs sur S de degre´ m. Le groupe Sm
agit librement sur le comple´mentaire dans Xm des diagonales partielles. Le quo-
tient de ce comple´mentaire par Sm est un ouvert lisse de Sym
mX qu’on notera
SymmsepX . Les k-points de Sym
m
sepX correspondent aux ze´ro-cycles effectifs de la
forme
∑
j Pj avec Pj des points ferme´s distincts sur X (un tel ze´ro-cycle effectif,
sans multiplicite´s, sera appele´ se´parable) dont les corps re´sidulels k(Pj) satisfont∑
j [k(Pj) : k] = m.
La proposition 2.3 admet la ge´ne´ralisation suivante.
Proposition 2.4. Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro. Soit X une k-varie´te´
projective, lisse, ge´ome´triquement connexe. Soit f : X → Pnk un k-morphisme
d’image de dimension au moins 2, engendrant l’espace projectif Pnk . Soient s1, . . . , st
des entiers naturels tels que
∑
i si ≤ n. Il existe un ouvert lisse non vide U du
produit Syms1sepX × · · · × SymstsepX tel que, pour tout corps L contenant k et tout
L-point de U , correspondant a` une famille de ze´ro-cycles effectifs se´parables zi sur
XL, avec zi de degre´ si, il existe un hyperplan h ⊂ PnL tel que l’image re´ciproque
f−1(h) ⊂ XL soit une L-varie´te´ lisse et ge´ome´triquement inte`gre contenant les
points du support du ze´ro-cycle
∑
i zi.
De´monstration. On utilise la proposition pre´ce´dente et les notations de sa de´mons-
tration. On introduit le ferme´
Z1 ⊂ Syms1X × · · · × SymstX ×P∗
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qui est l’image sche´matique de Z ⊂ Xr ×P∗ par le morphisme fini
Xr ×P∗ → Syms1X × · · · × SymstX ×P∗.
La projection Z → Xr se quotiente par l’action du groupe fini G = Ss1 × . . .Sst ,
donnant la projection Z1 → Syms1X×· · ·×SymstX . On peut supposer que l’ouvert
U1 ⊂ Xr dans la proposition pre´ce´dente est contenu dans le comple´mentaire des
diagonales partielles de Xr. On a V1 ⊂ Z. Le morphisme V1 → U1 de´finit un fibre´
projectif localement trivial sur U1 pour la topologie de Zariski, et cette projection
est compatible avec l’action fide`le de G sur V1 et U1. Il en re´sulte que le quotient
V1/G→ U1/G est un fibre´ projectif localement trivial pour la topologie de Zariski
sur U1/G. Soit V
′ ⊂ V1/G l’ouvert qui est l’image de l’ouvert V ⊂ V1 par la
projection V1 → V1/G, puis U ′ ⊂ U1/G l’ouvert image de V ′ par le morphisme
V1/G→ U1/G. Il re´sulte de ce qui pre´ce`de que, pour tout corps L contenant k, la
fle`che induite V ′(L)→ U ′(L) est surjective. Tout point ge´ome´trique de P∗ qui est
dans l’image de V ′ ⊂ Z1 par la projection Z1 → P∗ est dans l’image de V , et donc
correspond a` un hyperplan dont l’intersection avec X est lisse et connexe. L’ouvert
U ′ convient pour l’e´nonce´ de la proposition. 
Un corps F est dit fertile (terminologie due a` Moret-Bailly ; en anglais on dit
≪ large field≫) s’il satisfait la proprie´te´ suivante : si une F -varie´te´X inte`gre posse`de
un F -point lisse, alors l’ensemble X(F ) de ses points F -rationnels est dense dans X
pour la topologie de Zariski. On consultera [P] pour un rapport re´cent sur le sujet.
Une extension finie d’un corps fertile est fertile. Pour tout corps k, le corps k((t))
des se´ries formelles sur k est fertile.
The´ore`me 2.5. Soit F un corps de caracte´ristique ze´ro. Soit X une F -varie´te´ pro-
jective, lisse, ge´ome´triquement connexe. Soit f : X → PnF un k-morphisme d’image
de dimension au moins 2, engendrant l’espace projectif PnF . Soient P1, . . . , Pt des
points ferme´s de X de degre´s respectifs si sur k, tels que la somme des si soit
au plus e´gale a` n. Si le corps F est fertile, alors il existe un hyperplan h ⊂ PnF
de´fini sur F tel que Xh ⊂ X soit lisse, ge´ome´triquement inte`gre, et contienne des
ze´ro-cycles effectifs z1, . . . , zt de degre´s respectifs s1, . . . , st.
De´monstration. La famille (P1, . . . , Pt) de´finit un k-point de la k-varie´te´ lisse ge´ome´-
triquement connexe Syms1sepX×· · ·×SymstsepX . Soit U ⊂ Syms1sepX×· · ·×SymstsepX
un ouvert donne´ par la proposition 2.4. Comme F est fertile, on a U(F ) 6= ∅. Tout
F -point de U de´finit un ze´ro-cycle
∑
j zj sur XF , avec chaque zj effectif de degre´ sj ,
tel qu’il existe un hyperplan h ⊂ PnF avec Xh = f−1(h) lisse et ge´ome´triquement
connexe, et contenant les points ferme´s dans le support des zj . 
On a l’e´nonce´ bien connu suivant.
Lemme 2.6. Soit R un anneau de valuation discre`te excellent, F son corps des
fractions et k son corps re´siduel. Soit X un R-sche´ma propre. Si la F -varie´te´ X×RF
posse`de un point ferme´ P de degre´ d, alors il existe un ze´ro-cycle effectif z de degre´
d sur la k-varie´te´ X ×R k.
De´monstration. La fermeture inte´grale de R dans l’extension F (P )/F est un an-
neau de Dedekind S semi-local, fini et plat sur R, de degre´ d. Comme le R-sche´ma
X est propre, le point P ∈ X(F ) de´finit un point de X (S). La fibre de ce point
au-dessus de Spec(k) ⊂ Spec(R) est un sous k-sche´ma de dimension ze´ro de X ×Rk,
dont le ze´ro-cycle associe´ est de degre´ d. 
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Proposition 2.7. Soient k un corps et F = k((t)) le corps des se´ries formelles sur
k. Soit X une k-varie´te´ propre.
(a) Le pgcd des degre´s des points ferme´s a la meˆme valeur sur X et sur XF .
(b) Pour tout entier r ≥ 1, le plus petit degre´ d’un point ferme´ de degre´ premier
a` r, qui est aussi le plus petit degre´ d’un ze´ro-cycle effectif de degre´ premier a` r, a
la meˆme valeur sur X et sur XF .
(c) Soit I un ensemble d’entiers naturels. Si le groupe de Chow des ze´ro-cycles
sur XF est engendre´ par les classes de cycles de degre´ d ∈ I, alors il en est de
meˆme sur X.
(d) Soit d ≥ 0 un entier. Si tout ze´ro-cycle sur XF de degre´ au moins d est
rationnellement e´quivalent a` un ze´ro-cycle effectif, alors il en de meˆme sur X.
De´monstration. Si P ∈ X est un point ferme´ de X , alors P ×k F est un point
ferme´ de XF de meˆme degre´. Si M est un point ferme´ de XF de degre´ d, d’apre`s le
lemme 2.6, il existe un ze´ro-cycle sur X de degre´ d, et si d est premier a` r, il existe
sur X un point ferme´ de degre´ premier a` r et au plus e´gal a` d. Les e´nonce´s (c) et
(d) sont des conse´quences de l’existence et des proprie´te´s de l’homomorphisme de
spe´cialisation sur les groupes de Chow [F, §20.3]. 
3. Surfaces cubiques lisses avec un ze´ro-cycle de degre´ 1
Le the´ore`me suivant est duˆ a` Coray [C1]. Nous en reproduisons les diffe´rents
pas, avec la simplification apporte´e par l’utilisation du the´ore`me 2.5 : il n’ y a plus
de discussion des cas possibles ou` les courbes utilise´es dans la de´monstration sont
re´ductibles ou singulie`res.
The´ore`me 3.1. (Coray) Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro. Si une k-surface
cubique lisse X ⊂ P3k contient un ze´ro-cycle de degre´ 1, alors elle posse`de un point
ferme´ de degre´ 1, ou 4, ou 10.
De´monstration. L’e´nonce´ peut se reformuler ainsi : si la k-surface cubique lisse
posse`de un point ferme´ de degre´ d premier a` 3, alors le degre´ minimal d’un tel
point est 1, ou 4, ou 10.
D’apre`s la proposition 2.7, il suffit de le de´montrer lorsque le corps k est fertile,
ce que nous supposons de´sormais.
On note K le faisceau canonique sur X . Le syste`me line´aire complet |−K| as-
socie´ au faisceau inversible −K de´finit le plongement de X dans P3k. Pour tout
entier n > 0, le syste`me line´aire |−nK| de´finit un plongement dans un espace pro-
jectif, d’image de dimension 2, engendrant cet espace projectif. Pour un fibre´ in-
versible L, notons hi(X,L) la dimension sur k du groupe de cohomologie cohe´rente
Hi(X,L). Pour la surface cubique lisse X comme pour toute surface projective et
lisse ge´ome´triquement rationnelle, on a H1(X,OX) = 0 et H
2(X,OX) = 0, et donc
χ(X,OX) = 1.
Soit n ≥ 1. Par dualite´ de Serre [AK, Chap. IV, Prop. 4.1] on a h2(−nK) =
h0((n + 1)K) et h1(−nK) = h1((n + 1)K)). On a h0((n + 1)K) = 0 car −K est
ample. On a aussi h1((n + 1)K)) = 0 par le the´ore`me d’annulation de Kodaira,
puisque −K est ample.
Pour n ≥ 1, le the´ore`me de Riemann-Roch sur la surface X [Mu, Lecture 12,
Prop. 3] donne donc
h0(−nK) = 3n(n+ 1)/2 + 1.
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Si Γ est une courbe projective, lisse, ge´ome´triquement connexe dans le syste`me
line´aire | − nK|, on a la formule
g(Γ) = pa(Γ) = 3n(n− 1)/2 + 1.
Une telle courbe contient un ze´ro-cycle de degre´ 3n = (−K.−nK), de´coupe´ par un
plan de P3k.
Soit d > 0 le degre´ minimum d’un ze´ro-cycle effectif de degre´ premier a` 3 sur
X . C’est donc aussi le degre´ minimum d’un point ferme´ de degre´ premier a` 3 sur
X . Si d = 1, on a fini. Supposons d ≥ 2. Si la surface cubique posse`de un point
sur une extension quadratique de k, une construction bien connue montre qu’elle
posse`de un point rationnel. On se limite donc dore´navant au cas d ≥ 4. La surface
X contient un point ferme´ de degre´ 3, de´coupe´ par une droite quelconque de P3k.
Il existe un unique entier n ≥ 1 tel que
g = 3n(n− 1)/2 + 1 ≤ d < 3n(n+ 1)/2 + 1.
Comme on a d ≥ 4, on a n ≥ 2.
Supposons d’abord g = 3n(n − 1)/2 + 1 < d ≤ 3n(n + 1)/2 − 3. Comme d est
premier a` 3 et d+3 ≤ 3n(n+1)/2, le the´ore`me 2.5 assure l’existence d’une courbe
Γ projective, lisse, ge´ome´triquement connexe dans le syste`me |−nK|, contenant la
re´union d’un point ferme´ de degre´ d et d’un point de degre´ 3, donc contenant un
ze´ro-cycle de degre´ 1, et donc aussi un ze´ro-cycle de degre´ g = 3n(n− 1)/2+1. Par
le the´ore`me de Riemann-Roch, la courbe Γ posse`de donc un ze´ro-cycle effectif de
degre´ 3n(n− 1)/2 + 1 < d, ce qui contredit l’hypothe`se que d est minimal.
Il reste donc les possibilite´s suivantes :
d = 3n(n+ 1)/2,
d = 3n(n+ 1)/2− 1,
d = 3n(n+ 1)/2− 2,
d = 3n(n− 1)/2 + 1.
Le cas d = 3n(n+ 1)/2 est exclu, car d est premier a` 3.
Dans chacun des trois autres cas, toute courbe lisse Γ dans le syste`me |−nK|
contenant un point de degre´ d contient un ze´ro-cycle de degre´ 4, car, comme on l’a
de´ja` indique´, elle contient un ze´ro-cycle de degre´ 3n.
Supposons d = 3n(n + 1)/2 − 1. Par le the´ore`me 2.5, il existe une courbe Γ
lisse ge´ome´triquement connexe dans le syste`me line´aire |−nK| contenant un point
ferme´ de degre´ d, degre´ qui est congru a` 2 mod. 3. Comme la courbe Γ contient un
ze´ro-cycle de degre´ 4, elle contient donc aussi un ze´ro-cycle de degre´ d − 4, degre´
qui est premier a` 3. Comme on a n ≥ 2, on a
g = 3n(n− 1)/2 + 1 ≤ 3n(n+ 1)/2− 1− 4 = d− 4.
Le the´ore`me de Riemann-Roch sur la courbe Γ assure alors l’existence d’un ze´ro-
cycle effectif de degre´ d−4, premier a` 3, ce qui est en contradiction avec l’hypothe`se
d minimal.
Supposons d = 3n(n + 1)/2 − 2 et n impair. Par le the´ore`me 2.5, il existe une
courbe Γ lisse ge´ome´triquement connexe dans le syste`me |−nK| contenant un point
ferme´ de degre´ d, degre´ qui est congru a` 1 mod. 3. Comme 2 est combinaison line´aire
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de 3n(n+ 1)/2− 2 et 3n, il existe alors un ze´ro-cycle de degre´ 2 sur Γ. La courbe
Γ contient donc un ze´ro-cycle de degre´ d− 2. Comme on a n ≥ 2, on a
g = 3n(n− 1)/2 + 1 ≤ 3n(n+ 1)/2− 2− 2 = d− 2.
Par le the´ore`me de Riemann-Roch, sur la courbe Γ, il existe un ze´ro-cycle effectif
de degre´ d− 2, qui est premier a` 3. Ainsi X posse`de un ze´ro-cycle effectif de degre´
d− 2 premier a` 3, ce qui est en contradiction avec l’hypothe`se d minimal.
Supposons donc d = 3n(n + 1)/2 − 2 et n pair, donc n ≥ 2. Par le the´ore`me
2.5, il existe une courbe Γ lisse dans le syste`me |−nK| contenant un point ferme´
de degre´ d, degre´ qui est congru a` 1 mod. 3.
Dans le cas n = 2, on a g = 4 et d = 7. Comme Γ contient un ze´ro-cycle
de degre´ 4, le the´ore`me de Riemann-Roch sur une courbe montre l’existence d’un
ze´ro-cycle effectif de degre´ 4 sur une telle courbe, et donc aussi sur X , ce qui est
en contradiction avec l’hypothe`se d minimal.
On peut donc supposer n pair, n ≥ 4. Dans ce cas, on a
g = 3n(n− 1)/2 + 1 ≤ 3n(n+ 1)/2− 2− 8 = d− 8.
Comme Γ contient un ze´ro-cycle de degre´ 4, le the´ore`me de Riemann-Roch sur une
courbe montre l’existence d’un ze´ro-cycle effectif contient un ze´ro-cycle effectif de
degre´ d − 8, et d − 8 est congru a` 2 modulo 3, ce qui est en contradiction avec
l’hypothe`se d minimal.
Il reste a` examiner le cas d = 3n(n− 1)/2 + 1, ou` l’on a n ≥ 2 et d ≥ 4.
On a donc une k-surfaceX avec un point ferme´ P de degre´ d premier a` 3 minimal,
au moins e´gal a` 4. L’unique entier n tel que
3n(n− 1)/2 + 1 ≤ d < 3n(n+ 1)/2 + 1
satisfait 3n(n− 1)/2 + 1 = d.
On prend un point ferme´M de degre´ 3 surX de´coupe´ par une droiteD de´finie sur
k, qu’on peut choisir ge´ne´rale car le corps k est infini. Soit p : Y → X l’e´clatement
de X en le point ferme´M . On note E ⊂ Y le diviseur exceptionnel et K le faisceau
canonique sur X .
Le syste`me line´aire |p∗(−K) − E| de´finit un morphisme Y → D = P1k, dont
les fibres sont les sections de X par les plans contenant D. On a un plongement
Y ⊂ P1k × P3k dont la projection sur le premier facteur est de´finie par le syste`me
line´aire |p∗(−K)−E| et la projection sur le second facteur est de´finie sur le second
facteur par |p∗(−K)|. Il s’en suit que pour tout couple d’entiers a ≥ 1, b ≥ 1 le
faisceau inversible a(p∗(−K)− E) + bp∗(−K) est tre`s ample. En particulier, pour
n ≥ 3, le faisceau p∗(−nK)−2E est tre`s ample. Le fait que ces faisceaux inversibles
soient tre`s amples peut aussi s’e´tablir en utilisant [R, Thm. 1].
On conside`re sur Y les syste`mes line´aires |p∗(−nK) − 2E| pour n ≥ 1. Ceci
correspond aux sections de X par des surfaces de degre´ n ≥ 3 dans P3, avec une
singularite´ au point ferme´ M , qui est de degre´ 3. Imposer une telle singularite´
correspond a` 9 conditions line´aires.
Lemme 3.2. Soit n ≥ 3. On a h0(Y, p∗(−nK)−2E) = 3n(n+1)/2−8, le syste`me
line´aire |p∗(−nK) − 2E| de´finit un plongement de la surface Y dans un espace
projectif de dimension 3n(n+1)/2− 9. Les courbes projectives et lisses sur Y dans
le syste`me line´aire associe´ satisfont
g = 3n(n− 1)/2− 2.
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De´monstration. Le faisceau canonique sur Y est p∗(K) + E. Par dualite´ de Serre,
on a
h2(p∗(−nK)− 2E) = h0(p∗(K) + E + p∗(nK) + 2E) = h0(p∗((n+ 1)K) + 3E)
et
h1(p∗(−nK)− 2E) = h1(p∗((n+ 1)K) + 3E).
L’oppose´ de p∗((n + 1)K) + 3E est p∗(−(n + 1)K) − 3E qui est la somme de
3(p∗(−K)− E) et de p∗(−mK) avec m ≥ 1, et donc est tre`s ample. Ceci implique
d’une part h0(p∗((n+1)K)+3E) = 0, d’autre part d’apre`s le the´ore`me d’annulation
de Kodaira, h1(p∗((n+1)K)+3E) = 0. En utilisant le the´ore`me de Riemann-Roch
sur la surface Y , ceci donne
h0(Y, p∗(−nK)− 2E) = 3n(n+ 1)/2− 8.

Pour appliquer le the´ore`me 2.5, on a besoin de l’ine´galite´
3n(n− 1)/2 + 1 = d ≤ 3n(n+ 1)/2− 9
soit n ≥ 20/6 et donc n > 3. On se restreint donc maintenant a` n ≥ 4. Comme
on a d = 3n(n− 1)/2 + 1, ceci e´quivaut a` ignorer les cas d = 1, d = 4 et d = 10.
Le the´ore`me 2.5 assure l’existence sur Y d’une k-courbe Γ lisse et ge´ome´triquement
connexe sur Y , de genre g = 3n(n − 1)/2 − 2, contenant un ze´ro-cycle effectif de
degre´ d = 3n(n− 1)/2 + 1.
La courbe Γ contient aussi un ze´ro-cycle de degre´ 3n, de´coupe´ par l’image
re´ciproque d’une section plane de X ⊂ P3k. La courbe Γ posse`de donc un ze´ro-
cycle de degre´ 2. Elle contient donc un ze´ro-cycle de degre´ d− 2 = 3n(n− 1)/2− 1,
de degre´ premier a` 3, et satisfaisant d− 2 ≥ g. Le the´ore`me de Riemann-Roch sur
une courbe assure qu’il existe sur Γ, et donc sur Y , et donc sur X , un ze´ro-cycle
effectif de degre´ d− 2, premier a` 3, ce qui contredit l’hypothe`se d minimal.
On voit donc que l’on a soit d = 1, soit d = 4, soit d = 10. 
4. Surfaces cubiques avec un point rationnel
Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro. Toute surface cubique lisse X sur k avec
un point k-rationnel est k-unirationnelle, les k-points sont denses pour la topologie
de Zariski.
The´ore`me 4.1. Soit X ⊂ P3k une surface cubique lisse posse´dant un point ration-
nel.
(a) Soit Q ∈ X(k) un point rationnel. Tout ze´ro-cycle effectif de degre´ au moins
4 sur X est rationnellement e´quivalent a` un ze´ro-cycle effectif z1 + rQ avec r ≥ 0
et z1 effectif de degre´ au plus 3.
(b) Tout ze´ro-cycle de degre´ positif ou nul est rationnellement e´quivalent a` une
diffe´rence z1 − z2 avec z1 effectif et z2 efffectif de degre´ au plus 3.
(c) Tout ze´ro-cycle de degre´ ze´ro est rationnellement e´quivalent a` la diffe´rence
de deux cycles effectifs de degre´ 3.
(d) Tout ze´ro-cycle de degre´ au moins 3 est rationnellement e´quivalent a` un ze´ro-
cycle effectif ou a` la diffe´rence d’un ze´ro-cycle effectif et d’un point ferme´ de degre´
3.
(e) Le groupe de Chow des ze´ro-cycles sur X est engendre´ par les classes des
points rationnels et des points ferme´s de degre´ 3.
ZE´RO-CYCLES 9
(f) Tout ze´ro-cycle sur X de degre´ au moins e´gal a` 10 est rationnellement
e´quivalent a` un ze´ro-cycle effectif.
De´monstration. D’apre`s la proposition 2.7, pour e´tablir (a), il suffit de le faire sur
un corps fertile. On suppose de´sormais k fertile.
Soit z un ze´ro-cycle effectif de degre´ d ≥ 1. Soit n le plus petit entier tel que
d+ 2 ≤ 3n(n+ 1)/2 + 1. On a donc
3n(n− 1)/2 + 1 < d+ 2
soit encore
3n(n− 1)/2 ≤ d.
D’apre`s le the´ore`me 2.5, il existe une courbe lisse Γ dans le syste`me line´aire
|−nK| contenant le support de z et le point rationnel Q. On a g(Γ) = pa(Γ) =
3n(n− 1)/2 + 1. Si l’on a
d− 1 ≥ 3n(n− 1)/2 + 1,
alors le ze´ro-cycle P − Q est rationnellement e´quivalent sur Γ, donc sur X , a` un
ze´ro-cycle effectif de degre´ d− 1.
La condition est satisfaite sauf si
3n(n− 1)/2 ≤ d ≤ 3n(n− 1)/2 + 1.
Conside´rons le cas d = 3n(n − 1)/2 + 1. Ici pa(Γ) = d. Dans ce cas, on fixe un
autre point rationnel R ∈ X(k), distinct de Q, non dans le support de z, et non
situe´ sur une des droites de X , et on exige
d+ 1 + 3 + 1 ≤ 3n(n+ 1)/2 + 1.
Ceci est possible si
3n(n− 1)/2 + 6 ≤ 3n(n+ 1)/2 + 1
soit encore n ≥ 2.
On conside`re l’e´clatement p : Y → X en le point R, E ⊂ Y la courbe exception-
nelle, et le faisceau inversible p∗(−nK)−2E sur Y . La surface Y est une surface de
del Pezzo de degre´ 2. Le faisceau anticanonique sur Y est donne´ par p∗(−K)−E. Il
est ample, son double p∗(−2K)− 2E est tre`s ample. Le syste`me line´aire |p∗(−K)|
sur Y correspond au morphisme Y → X , ceci implique que pour tous entiers a ≥ 0
et b ≥ 1, le faisceau inversible ap∗(−K) + b(p∗(−K)−E) est ample, et que le fais-
ceau inversible ap∗(−K) + 2b(p∗(−K) − E) est tre`s ample. On peut aussi e´tablir
ces divers e´nonce´s de tre`s-amplitude par une application de [R, Thm. 1].
Sur la surface Y , le the´ore`me de Riemann-Roch pour le faisceau
L = p∗(−nK)− 2E = −nKY + (n− 2)E,
le the´ore`me de dualite´ de Serre et le the´ore`me d’annulation de Kodaira donnent
alors, pour n ≥ 2,
h0(Y, p∗(−nK)− 2E) = 3n(n+ 1)/2− 2.
Pour n ≥ 2, le syste`me line´aire |p∗(−nK)− 2E| de´finit donc un plongement de la
surface Y dans un espace projectif PN avec N = 3n(n+ 1)/2− 3, espace projectif
qu’elle engendre. Comme on a d+1 = 3n(n−1)/2+2 ≤ 3n(n+1)/2−3, le the´ore`me
2.5 assure l’existence dans le syste`me line´aire |p∗(−nK)− 2E| d’une courbe Γ ⊂ Y
projective, lisse et ge´ome´triquement inte`gre, et qui contient le support de p∗(z) et
le point R. Le genre de cette courbe est 3n(n−1)/2. Le ze´ro-cycle p∗(z)−p∗(P ) est
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de degre´ 3n(n− 1)/2. Il est donc rationnellement e´quivalent, sur Γ, a` un ze´ro-cycle
effectif de degre´ d− 1, et il en est de meˆme de son image z − P sur X .
Conside´rons le cas d = 3n(n− 1)/2 et pa = d+ 1. On s’inte´resse au cas d ≥ 4 et
donc n ≥ 3.
Dans ce cas on va fixer un couple de points rationnels R et S suffisamment
ge´ne´ral, et imposer un point double en chacun de ces points, ce qui impose 6 condi-
tions line´aires pour le syste`me line´aire |−nK|. Voici comment faire cela formelle-
ment.
Soit p : Y → X l’e´clate´ de X en R et S, et soient ER ⊂ Y , resp. ES ⊂ Y les
courbes exceptionnelles. La surface Y est une surface de del Pezzo de degre´ 1.
Sur Y , le faisceau inversible −KY = p∗(−K) − ER − ES est ample, le faisceau
inversible −3KY est tre`s ample.
Pour n ≥ 3, le faisceau inversible
p∗(−nK)− 2ER − 2ES = −nKY + (n− 2)ER + (n− 2)ES
sur Y est tre`s ample, comme on voit en utilisant [R, Thm. 1].
En utilisant le the´ore`me de Riemann-Roch pour le faisceau p∗(−nK)−2ER−2ES
sur Y , la dualite´ de Serre et le the´ore`me d’annulation de Kodaira, pour n ≥ 3 on
obtient
h0(Y, p∗(−nK)− 2ER − 2ES) = 3n(n+ 1)/2− 5.
Pour n ≥ 3, le syste`me line´aire |p∗(−nK)− 2ER − 2ES | de´finit un plongement
de Y dans PN avec N = 3n(n + 1)/2 − 6, dont l’image engendre projectivement
PN .
On a
d+ 1 + 1 ≤ 3n(n+ 1)/2− 5
c’est-a`-dire
3n(n− 1)/2 ≤ 3n(n+ 1)/2− 7,
puisque l’on a n ≥ 3.
Il existe donc une courbe Γ ge´ome´triquement inte`gre et lisse sur Y dans le syste`me
line´aire |p∗(−nK)−2ER−2ES | qui contient le support de p∗(z), le point p∗(Q). Le
genre de cette courbe est d−1, et le ze´ro-cycle p∗(z)−p∗(Q) est donc rationnellement
e´quivalent sur Γ a` un ze´ro-cycle effectif, il en est donc de meˆme pour z −Q sur X .
En conclusion, tout ze´ro-cycle z effectif de degre´ d au moins e´gal a` 4 est ration-
nellement e´quivalent a` un ze´ro-cycle z1 + rQ, avec z1 effectif de degre´ au plus 3.
Ceci e´tablit le point (a). On notera que le choix du point rationnel Q est arbi-
traire. Les points (b) et (c) sont des conse´quences e´videntes de (a).
Il y a une classe standard ℓ dans CH0(X) de degre´ 3, celle de´coupe´e par une
droite de´finie sur k quelconque mais non situe´e sur la surface X . Comme X posse`de
des points rationnels, et que ces points sont denses pour la topologie de Zariski, on
peut trouver une telle droite qui de´coupe sur X trois points rationnels distincts.
Si P est un point ferme´ de degre´ 2 non situe´ sur une droite de la surface, alors la
droite qu’elle de´finit de´coupe sur X une somme P + p avec p point rationnel, et
P + p est dans la classe ℓ, donc e´quivalent a` la somme de trois points rationnels
aligne´s. Si P est situe´ sur une droite D de la surface, alors P est rationnellement
e´quivalent sur D donc sur X a` 2Q pour tout point rationnel Q de la droite. En
re´sume´, tout point ferme´ P de degre´ 2 sur X est rationnellement e´quivalent a` un
ze´ro-cycle a + b + c − d avec a, b, c, d points rationnels. Les re´sultats (d) et (e)
s’obtiennent alors formellement a` partir de (a).
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De´montrons (f). D’apre`s la proposition 2.7, on peut supposer k fertile. Le plus
petit entier d pour lequel il existe un entier naturel n avec 3n(n− 1)/2+ 1 ≤ d− 3
et d+ 3 + 1 ≤ 3n(n+ 1)/2 + 1 est d = 13, qui correspond a` n = 3.
Conside´rons un ze´ro-cycle z−P avec z effectif de degre´ d = 13 et P un point ferme´
de degre´ 3. Le the´ore`me 2.5 montre l’existence d’une courbe lisse ge´ome´triquement
inte`gre Γ ⊂ X dans le syste`me line´aire |−3K| de genre g = 10 contenant le support
de z et le point ferme´ P . Le the´ore`me de Riemann-Roch sur Γ assure alors l’existence
d’un ze´ro-cycle effectif de degre´ 10 rationnellement e´quivalent sur Γ, donc sur X , a`
z − P .
Soit z un ze´ro-cycle quelconque sur X de degre´ au moins 10. D’apre`s (d), soit
il est rationnellement e´quivalent a` un ze´ro-cycle effectif, soit il est rationnellement
e´quivalent a` une diffe´rence z1−P avec P point ferme´ de degre´ 3 et z1 ze´ro-cycle effec-
tif de degre´ au moins 13. D’apre`s (a), le ze´ro-cycle z1 est rationnellement e´quivalent
a` z2 + rQ avec Q point rationnel, r ≥ 0, et z2 ze´ro-cycle effectif de degre´ 13. Ainsi
z est rationnellement e´quivalent a` rQ+ z1−P avec z1 effectif de degre´ 13. Et on a
vu ci-dessus que pour un tel z1, le ze´ro-cycle z1 − P est rationnellement e´quivalent
a` un ze´ro-cycle effectif. 
Remarque 4.2. Dans [CTC], pour une surface fibre´e en coniques relativement mini-
male au-dessus de la droiteP1k, notant r le nombre de fibres ge´ome´triques singulie`res
de la fibration X → P1k, nous montrons que tout ze´ro-cycle surX de degre´ au moins
max(0, ⌊r/2⌋ − 1) est rationnellement e´quivalent a` un ze´ro-cycle effectif. Une autre
de´monstration, plus conceptuelle, fut plus tard obtenue par P. Salberger [S]. La
de´monstration de [CTC] requiert des discussions sur la de´composition possible des
courbes obtenues dans un syste`me line´aire. Il n’est pas clair si on pourrait utiliser
la me´thode du §2 pour simplifier cette de´monstration.
Remarque 4.3. L’analogue du the´ore`me 4.1 est connu pour les surfaces de del Pezzo
X de degre´ 4 avec un point rationnel. Dans ce cas on a mieux. Par e´clatement d’un
k-point non situe´ sur les droites de X , on obtient une surface cubique Y fibre´e
en coniques au-dessus de P1k, avec 5 fibres ge´ome´triques de´ge´nre´es. Le the´ore`me de
[CTC] donne alors que tout ze´ro-cycle sur Y de degre´ au moins 1 est rationnellement
e´quivalent a` un ze´ro-cycle effectif. Ceci vaut donc aussi pour une surface de del Pezzo
X posse´dant un point rationnel.
Remarque 4.4. Il est vraisemblable qu’on a des e´nonce´s analogues au the´ore`me 4.1
pour les surfaces de del Pezzo de degre´ 2 et 1. Il resterait aussi a` voir si l’on peut,
comme dans [CTC], obtenir des versions du the´ore`me 4.1 quand on ne suppose pas
l’existence d’un point rationnel. Ceci sera laisse´ au lecteur.
5. Surfaces de del Pezzo de degre´ 2 avec un ze´ro-cycle de degre´ 1
On suit la me´thode de Coray pour les surfaces cubiques [C1], avec la flexibilite´
donne´e par le the´ore`me 2.5.
The´ore`me 5.1. Soient k un corps de caracte´ristique ze´ro et X une k-surface de
del Pezzo de degre´ 2. Si X posse`de un ze´ro-cycle de degre´ 1, elle posse`de un point
ferme´ de degre´ 1, ou 3, ou 7.
De´monstration. Une telle surface X posse`de des points dans des extensions qua-
dratiques du corps de base k, puisque c’est un reveˆtement double de P2k, donne´ par
le syste`me line´aire associe´ a` −K. Soit Q un point de degre´ 2 sur X . Supposons
12 JEAN-LOUIS COLLIOT-THE´LE`NE
donne´ un point ferme´ de degre´ d impair. On peut supposer d minimal avec cette
proprie´te´. Si d = 1, on a un point rationnel. Supposons donc d ≥ 3.
D’apre`s la proposition 2.7, on peut supposer le corps k fertile. Les seuls faisceaux
inversibles e´vidents sur X sont les faisceaux −nK, sont amples pour n ≥ 1, et tre`s
amples pour n ≥ 2, par exemple par [R, Thm. 1]. Soit n ≥ 2. On a
h2(nK) = h0((1 + n)K) = 0,
car le faisceau inversible −K est ample. Comme −K est ample, on a
h1(nK) = h1((1 + n)K) = 0
d’apre`s le the´ore`me d’annulation de Kodaira. Le the´ore`me de Riemann-Roch sur la
surface X donne alors
h0(−nK) = (−nK.(−nK −K))/2 + 1 = n2 + n+ 1.
Pour tout entier n ≥ 1, le faisceau inversible −nK est ample et ses sections
de´finissent un morphisme X → Pn2+nk d’image de dimension au moins 2 et en-
gendrant projectivement Pn
2
+n
k .
Pour Γ une courbe projective et lisse dans le syte`me line´aire |−nK|, on a
g(Γ) = pa(Γ) = (−nK.− nK +K)/2 + 1 = n2 − n+ 1.
Une telle courbe Γ contient un ze´ro-cycle (effectif) de degre´ (−nK).(−K) = 2n
obtenu par intersection avec l’image re´ciproque d’une droite de P2k.
Notons (n+ 1)2 − (n+ 1) + 1 = n2 + n+ 1. Soit n ≥ 1 l’unique entier tel que
g = n2 − n+ 1 ≤ d < n2 + n+ 1.
Supposons d’abord
g = n2 − n+ 1 < d ≤ n2 + n− 2.
Comme on a d+2 ≤ n2+ n, le the´ore`me 2.5 garantit l’existence d’une courbe Γ
projective, lisse, ge´ome´triquement connexe dans le syste`me |−nK|, passant par un
point ferme´ de degre´ d et par un point de degre´ 2. Comme d est impair, on n’a pas
d = n2−n+2, donc on a n2−n+3 ≤ d et d−2 ≥ g. Le the´ore`me de Riemann-Roch
sur la courbe Γ assure l’existence d’un ze´ro-cycle effectif de degre´ d− 2 sur Γ, donc
sur X , ce qui est une contradiction avec l’hypothe`se d minimal.
On ne peut avoir d = n2 + n, car d est impair. Il reste donc a` conside´rer les cas
d = n2 + n− 1 et d = n2 − n+ 1 = g.
Conside´rons le cas d = n2 + n − 1. Le the´ore`me 2.5 e´tablit l’existence d’une
courbe Γ projective, lisse, ge´ome´triquement connexe sur k de genre g = n2 − n+ 1
contenant un point ferme´ de degre´ d = n2 + n − 1. Comme on a remarque´ ci-
dessus, cette courbe contient aussi un ze´ro-cycle de degre´ 2n. Comme n2+n− 1 et
2n sont premiers entre eux, cette courbe posse`de un ze´ro-cycle de degre´ 1. Par le
the´ore`me de Riemann-Roch sur la courbe Γ, elle posse`de un ze´ro-cycle effectif de
degre´ n2 − n+ 1. On a n2 − n+ 1 < n2 + n− 1 si et seulement si n > 1, i.e. d ≥ 5.
Si donc d n’est pas e´gal a` 3, on trouve sur Γ et donc sur X un ze´ro-cycle effectif
de degre´ impair plus petit que d, ce qui est une contradiction avec l’hypothe`se d
minimal.
Il reste a` conside´rer le cas g = n2 − n + 1 = d. On a un point ferme´ de degre´
d ≥ 3. Comme k est fertile, on peut choisir un point k-rationnel ge´ne´ral m dans
P2k et son image re´ciproque M par le morphisme X → P2k. C’est un point ferme´
de degre´ 2. On conside`re p : Y → X l’e´clate´ de X en le point M , on note E ⊂ Y
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le diviseur exceptionnel, et on conside`re sur Y le syste`me line´aire |p∗(−nK)− 2E|.
Ses sections correspondent aux courbes du syste`me line´aire |−nK| sur X qui ont
un point double en le point ferme´ M , ce qui impose 6 conditions line´aires. On a
donc h0(Y, p∗(−nK)− 2E) ≥ n2 + n− 5.
Lemme 5.2. s Pour n ≥ 3, le faisceau inversible p∗(−nK)− 2E est tre`s ample, et
l’on a h0(Y, p∗(−nK)− 2E) = n2 + n− 5.
De´monstration. Soit D la droite parame´trant les droites de P2k passant par m.
A` tout point de X non au-dessus de m on associe sa projection dans P2k puis le
point de D correspondant a` la droite joignant cette projection a` m. L’application
rationnelle de X vers D ainsi de´finie s’e´tend en un morphisme Y → D dont le
syste`me line´aire associe´ est donne´ par le faisceau inversible p∗(−K) − E. On sait
que le faisceau inversible −2K sur X est tre`s ample, de´finissant un plongement
X ⊂ PN . On a un plongement
Y →֒ (P1 ×X) →֒ (P1 ×PN )
de´fini par p∗(−K)−E pour la projection vers P1 et par p∗(−2K) pour la projection
vers X ⊂ PN . Il s’en suit que pour tout couple d’entiers a ≥ 1, b ≥ 1 le faisceau
inversible a(p∗(−K)− E) + bp∗(−2K) est tre`s ample.
En particulier, pour n = 4, p∗(−nK) − 2E est tre`s ample sur Y , et comme
p∗(−K) correspond a` un morphisme Y → X → P2k, ceci implique que pour tout
n ≥ 4, le faisceau inversible p∗(−nK)− 2E est tre`s ample sur Y .
Proce´dant comme dans le lemme 3.2, pour n ≥ 4, on montre
h1(Y, p∗(−nK)− 2E) = 0, h1(Y, p∗(−nK)− 2E) = 0,
puis h0(Y, p∗(−nK)− 2E) = n2 + n− 5. 
Si l’on a d ≤ n2 + n− 6, c’est-a`-dire n2 − n+ 1 ≤ n2 + n− 6, c’est-a`-dire n > 3,
c’est-a`-dire si on exclut d = 3 et d = 7, le the´ore`me 2.5 assure l’existence d’une
courbe Γ lisse dans le syste`me line´aire |p∗(−nK)− 2E| sur Y passant par le point
ferme´ de degre´ d = n2−n+1. Cette courbe satisfait g(Γ) = pa(Γ) = n2−n−1. Elle
contient un ze´ro-cycle de degre´ 2n. Comme d = n2−n+1 et 2n sont premiers entre
eux, Γ contient un ze´ro-cycle de degre´ 1. Par le the´ore`me de Riemann-Roch sur Γ,
elle contient un ze´ro-cycle effectif de degre´ n2 − n − 1, impair et strictement plus
petit que d = n2 − n+ 1, ce qui est une contradiction avec l’hypothe`se d minimal.
N’ont donc e´te´ exclus de ce processus de descente des degre´s impairs que les
degre´s 1, 3, ou 7. 
Remarque 5.3. Comme annonce´ dans [KM, Remark19], pour une surface de del
Pezzo de degre´ 2, on ne peut exclure la possibilite´ d’existence d’un point de degre´ 3
en l’absence de point rationnel. Je de´taille dans cette remarque l’argument qui m’a
e´te´ donne´ par J. Kolla´r.
Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro, admettant des extensions de corps K/k
et L/k de degre´s respectifs 3 et 5, ainsi qu’une extension quadratique de corps
k(
√
a)/k. Soit C = 0 une conique lisse dans P2k avec un k-point. Elle contient alors
un point ferme´ P de corps re´siduel K et un point ferme´ Q de corps re´siduel L. On
peut trouver une quartique lisseQ = 0 dansP2k qui contient les points ferme´s P et Q
(ceci n’impose que 8 conditions line´aires sur l’espace des quartiques). L’intersection
des deux courbes, de degre´ 8, est re´duite a` la re´union du point P de degre´ 3 et
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du point Q de degre´ 5. En particulier cette intersection ne contient pas de point
rationnel.
Soit F = k(t) le corps des fonctions rationnelles en une variable. La quartique
de P2F de´finie par aC(u, v, w)
2 − tQ(u, v, w) = 0 est lisse, car elle se spe´cialise en
t = ∞ en une quartique lisse. On conside`re la surface de del Pezzo X de degre´ 2
sur F de´finie par l’e´quation multihomoge`ne
z2 − aC(u, v, w)2 + tQ(u, v, w) = 0.
Supposons qu’elle ait un point sur F . Par congruences modulo t, on voit que l’on
devrait avoir une solution non triviale pour C(u, v, w) = 0 = Q(u, v, w) dans k, ce
qui n’est pas. Ainsi X(F ) = ∅. Il est par contre clair que X posse`de un K(t)-point,
resp. un L(t)-point, avec C(u, v, w) = 0 = Q(u, v, w) et z = 0.
On peut aussi faire des variantes avec F = k((t)) le corps des se´ries formelles,
ou avec F un corps p-adique. Dans la situation paralle`le des surfaces fibre´es en
coniques sur P1F avec 6 fibres ge´ome´triques de´ge´ne´re´es, des exemples analogues sur
un corps p-adique avaient e´te´ construits dans [CTC, §5]
6. Surfaces ge´ome´triquement rationnelles
Soient k un corps et X une k-surface projective et lisse ge´ome´triquement ration-
nelle. Le the´ore`me d’Enriques-Manin-Iskovskikh [I] et Mori dit qu’une telle surface
k-minimale est k-isomorphe soit a` une surface projective et lisse fibre´e en coniques
(ge´ne´riquement lisses) relativement minimale au-dessus d’une conique lisse, soit a`
une surface (lisse) de del Pezzo. Une surface de del Pezzo X est une surface dont
le faisceau anticanonique −K est ample.
Pour une surface fibre´e en coniques relativement minimale X → C au-dessus
d’une conique lisse, les fibres ge´ne´rales sont des coniques lisses. Les fibres singulie`res
XP sont forme´es de deux droites conjugue´es se rencontrant transversalement au-
dessus d’un point ferme´ se´parable P .
Le the´ore`me 5.1 e´tait le cas manquant pour la de´monstration du the´ore`me sui-
vant.
The´ore`me 6.1. Soient k un corps de caracte´ristique ze´ro et X une k-surface pro-
jective, lisse, ge´ome´triquement rationnelle, k-minimale. Il existe un entier N(X)
qui ne de´pend que de la ge´ome´trie de X tel que, si X posse`de un ze´ro-cycle de
degre´ 1, alors X posse`de des points ferme´s de degre´s premiers entre eux et plus
petits que N(X).
De´monstration. Soit donc X une k-surface comme dans l’e´nonce´ posse´dant un ze´ro-
cycle de degre´ 1.
Conside´rons d’abord le cas d’une surface de del Pezzo. Soit d = (K.K) son degre´.
Une telle surface posse`de un ze´ro-cycle effectif de degre´ d. On a 1 ≤ d ≤ 9.
Pour d ≥ 5, c’est un re´sultat classique qu’alors X posse`de un point rationnel :
pour d = 5, 7 il existe toujours un point rationnel. Pour d = 8, on se rame`ne a`
l’e´nonce´ pour les quadriques de P3k, pour lesquelles le re´sultat est un cas particulier
d’un the´ore`me de T.A. Springer pour les quadriques quelconques. Pour d = 9, X
est une surface de Severi-Brauer. Le cas d = 6 est plus subtil. On peut l’e´tablir
en utilisant le the´ore`me de Manin [Ma, Chap. IV, Thm.30.3.1] que X contient un
ouvert qui est un espace principal homoge`ne sous un k-tore.
Pour d = 4, le re´sultat fut e´tabli par Coray [C2]. On laisse au lecteur le soin de
simplifier [C2] suivant la me´thode de cet article. Pour d = 4, X est une intersection
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de deux quadriques dans P4k. Par des me´thodes e´le´mentaires, M. Amer (non publie´)
et A. Brumer [B] montre`rent ensuite que toute intersection de deux quadriques dans
Pmk qui posse`de un point dans une extension de k de degre´ impair posse`de un point
rationnel.
Pour d = 3, le the´ore`me de Coray [C1] repris au paragraphe 3 ci-dessus donne
un point dans une extension de degre´ 1, 4 ou 10.
Pour d = 2, le the´ore`me 5.1 donne un point dans une extension de degre´ 1, 3 ou
7.
Toute surface de del Pezzo de degre´ 1 posse`de un point rationnel canonique, le
point fixe du syste`me line´aire anticanonique.
Conside´rons maintenant le cas d’une surface X fibre´e en conique relativement
minimale au-dessus d’une conique C lisse. Comme X , la courbe C posse`de un ze´ro-
cycle de degre´ 1, et donc C ≃ P1k. La surface X posse`de donc un point ferme´ de
degre´ 1 ou 2. Si on note r le nombre de fibres ge´ome´triques singulie`res de la fibration
X → P1k, on a r = 8 − (K.K). Et dans [CTC], on montre que si X posse`de un
point ferme´ de degre´ impair, alors X posse`de un point ferme´ de degre´ impair au
plus e´gal a` max(1, ⌊r/2⌋). 
7. Surfaces cubiques sans point rationnel
Soient k un corps et X ⊂ P3k une surface cubique lisse. Si X posse`de un point
rationnel, alors par un the´ore`me de B. Segre, Manin, Kolla´r la k-surface est k-
unirationnelle. Si k est infini, l’ensemble X(k) de ses points k-rationnels est dense
dans X pour la topologie de Zariski, il est donc facile de trouver 3 points rationnels
surX qui ne sont pas aligne´s dans P3k. Le the´ore`me suivant est une re´ponse partielle
a` la question pose´e a` la fin de l’introduction du re´cent article [QM].
The´ore`me 7.1. Soit X ⊂ P3k une surface cubique lisse sur un corps k de ca-
racte´ristique nulle, sans point rationnel. Si tout point ferme´ de degre´ 3 sur X est
de´coupe´ par une droite de P3k, alors il existe une surface de del Pezzo de degre´ 1
sur k dont les points k-rationnels ne sont pas denses pour la topologie de Zariski,
et donc qui en particulier n’est pas k-unirationnelle.
Un point de degre´ 3 de´coupe´ par une droite sera dit “aligne´”.
De´monstration. Comme X(k) = ∅, on n’a pas non plus de point quadratique sur
X . Soient k une cloˆture alge´brique de k et G = Gal(k/k). On note X = X×kk. Soit
D ⊂ P3k une droite de´coupant sur X un pinceau de Lefschetz. Le pinceau L ≃ P1k
des plans de P3
k
contenant D de´coupe donc sur X soit une cubique lisse, soit une
cubique avec une unique singularite´ quadratique.
Soit Q = X∩D. C’est un point ferme´ de degre´ 3, qui sur k correspond a` 3 points
dont aucun n’est situe´ sur une droite de X. Soit q = Y → X l’e´clate´ de X en P .
Soit R ⊂ Y le diviseur exceptionnel. Sur k, ceci donne naissance a` trois courbes
Ri, chacune isomorphe a` une droite projective sur k. La famille des plans passant
par L de´finit un morphisme p : Y → L dont les fibres sont pre´cise´ment les cubiques
mentionne´es ci-dessus. En particulier la fibration Y ×k k → P1k est relativement
minimale.
Sur k, le morphisme p admet une section, car le diviseur exceptionnel q−1(P )
se de´coupe en trois courbes isomorphes a` P1
k
que p applique isomorphiquement sur
P1
k
.
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Chaque fibre Ym = p
−1(m) au-dessus d’un k-point m ∈ L(k) contient le point
ferme´ Q. Supposons Ym lisse. Le the´ore`me de Riemann-Roch sur la courbe Ym, qui
est de genre 1, montre qu’un point ferme´ Q ∈ Ym qui est de degre´ 3 est aligne´ sur
Ym ⊂ X si et seulement si le diviseur Q − P , qui est de degre´ ze´ro, a une classe
nulle dans Pic(Ym).
Si donc il existe une classe de degre´ 3 dans Pic(Ym) qui est distincte de la classe
de Q, alors il existe sur Ym, et donc sur X , un point ferme´ de degre´ 3 non aligne´.
Soit F = k(L), resp. E = k(L) le corps des fonctions rationnelles sur L, resp.
sur Lk. Soit Yη/F la fibre ge´ne´rique de p. Soit Wη/F la jacobienne de la courbe Yη.
C’est une courbe elliptique sur F . Soit W → P1k le mode`le propre re´gulier minimal
de Wη/F (existence : [Sha, Chap. 7] ; unicite´ : [Sha, Chap. 8]).
Je dis qu’alors Wk → P1k est le mode`le propre re´gulier minimal de la E-courbe
elliptique Wη ×F E. La minimalite´ est le point non e´vident. Faute d’avoir trouve´
une re´fe´rence dans la litte´rature, je donne une de´monstration. Supposons que Wk
contienne une courbe exceptionnelle de premie`re espe`ce D1, donc lisse de genre ze´ro
et satisfaisant (D1.D1) = −1, contenue dans une fibre. Supposons que cette courbe
admet une conjugue´e D2 sous Galois qui la rencontre, et donc est contenue dans la
meˆme fibre ge´ome´trique. Alors
(D1 +D2)
2 = (D1)
2 + (D2)
2 + 2(D1.D2) = −2 + 2(D1.D2) ≥ 0,
donc, vu les proprie´te´s de la forme d’intersection sur une fibre, qui est semi-de´finie
ne´gative [Sha, Chap. 6, p. 91], on a (D1 +D2)
2 = 0, et D1 + D2 est un multiple
rationnel de la fibre contenant D1 et D2. Cette fibre contient une composante de
multiplicite´ 1, comme on voit par intersection avec la section nulle de Wk → P1k.
Ainsi la fibre est D1 +D2, et l’on a (D1.D2) = 1. Mais ceci n’est pas possible, car
le genre ge´ome´trique des fibres serait ze´ro. On voit donc que les divers conjugue´s
de D1 sont dans des fibres distinctes. Mais alors leur somme de´finit un diviseur
sur la k-varie´te´ W que le crite`re de Castelnuovo [Sha, Chap. 6, p. 102] permet de
contracter, contredisant le fait que W → P1
k
est minimal.
Comme Yη×FE posse`de les points E-rationnels correspondant aux courbes Ri, le
choix d’une de ces courbes Ri de´finit un E-isomorphisme de courbes : Wη ×F E ≃
Yη ×F E. Vu l’unicite´ des mode`les re´guliers propres minimaux pour les courbes
lisses de genre au moins 1 [Sha, Chap. 8], on voit qu’il existe un P1
k
-isomorphisme
W ×k k → Y ×k k induisant l’isomorphisme donne´ sur les fibres ge´ne´riques.
Ainsi la k-varie´te´ W ×k k est isomorphe a` l’e´clate´ d’une surface cubique lisse
en 3 k-points aligne´s. Ceci montre de´ja` que W est une k-surface projective et lisse
ge´ome´triquement rationnelle dont le faisceau canonique K satisfait (K.K) = 0.
La section nulleM deW → L correspond sur k a` l’e´clatement d’un k-point de X
non situe´ sur une droite de X , elle satisfait (M.M) = −1. On peut donc la contrac-
ter. On obtient une surfaceW ′ qui est l’e´clate´e de la surfaceX en deux k-points non
situe´s sur les 27 droites, et dont le faisceau canonique satisfait (K.K) = 1. Pourvu
que l’on ait pris la droite D initiale dans un ouvert de Zariski non vide convenable
de la grassmannienne des droites de P3k, la surfaceW
′ est ge´ome´triquement l’e´clate´e
de la surface cubique en un couple ge´ne´ral de points de X, et donc est une surface
de del Pezzo de degre´ 1.
Soit m ∈ L(k) un point a` fibre Ym lisse. La jacobienne de Ym est la fibre Wm de
W → L en m.
ZE´RO-CYCLES 17
On a la suite exacte bien connue faisant intervenir groupes de Picard et groupes
de Brauer :
0→ Pic(Ym)→ Pic(Y m)G → Br(k)→ Br(Ym).
Comme Ym posse`de un point dans une extension de degre´ 3 de k, cette suite induit
une suite exacte
0→ Pic(Ym)→ Pic(Y m)G → Br(k)[3]
ou` A[n] de´signe le sous-groupe de n-torsion d’un groupe abe´lien A. Sur les classes
de degre´ ze´ro, cette suite exacte induit une suite exacte
0→ Pic0(Ym)→ Pic0(Y m)G → Br(k)[3].
Le groupe Pic0(Y m)
G est le groupe Wm(k) des k-points de la k-courbe elliptique
Wm. Si la fle`che induite Wm(k) → Br(k)[3] a un noyau non trivial, alors on a
Pic0(Ym) 6= 0. Si z est un e´le´ment non nul dans Pic0(Ym), alors la classe Q+ z est
une classe de degre´ 3, rationnellement e´quivalente a` un ze´ro-cycle effectif de degre´ 3
par le the´ore`me de Riemann-Roch sur Ym, de´finissant un point ferme´ de degre´ 3
non rationnellement e´quivalent a` Q sur Ym, et donc non aligne´.
La fle`che Wm(k)→ Br(k)[3] a un noyau non trivial si Wm(k) 6=Wm(k)[3].
Si pour aucun m ∈ L(k) a` fibre lisse cette condition n’est satisfaite, les k-points
de W sont contenus dans la re´union des fibres singulie`res de W → P1k et du ferme´
de W qui sur l’ouvert de lissite´ correspond au sche´ma de´fini par la 3-torsion. En
particulier, les k-points ne sont pas denses pour la topologie de Zariski sur W , qui
est une surface de del Pezzo de degre´ 1. 
Remarque 7.2. Si le corps k est fertile, par exemple si k est un corps p-adique, alors
pour toute surface de del Pezzo de degre´ 1, l’ensemble W (k), qui est non vide, est
dense pour la topologie de Zariski. Dans ce cas on a donc des points ferme´s de degre´
3 non aligne´s sur toute k-surface cubique lisse.
Ceci est en fait facile a` voir directement. Soit U ⊂ Gr(1,P3k) l’ouvert forme´
des droites qui rencontrent X ge´ome´triquement en trois point distincts. Soit V ⊂
Sym3X l’ouvert lisse, inte`gre, correspondant aux ensembles de 3 points ge´ome´triques
distincts. On a un k-plongement ferme´ de U , de dimension 4, dans V , de dimen-
sion 6, identifiant U(k) avec les triplets de points ge´ome´triques distincts aligne´s.
L’image de U(k) dans V (k) de´finit des k-points, lisses, de U . Ainsi V (k) est non
vide, et donc, si k est fertile, les points de V (k) sont denses pour la topologie de
Zariski sur V , et il en existe hors de U .
Remarque 7.3. C’est une question ouverte si pour toute surface de del Pezzo de
degre´ 1 sur un corps k de caracte´ristique ze´ro, les points rationnels sont denses
pour la topologie de Zariski. On consultera [SvL] pour des re´sultats partiels. Plus
ge´ne´ralement, c’est aussi une question ouverte si, pour une famille lisse non ge´ome´-
triquement isotriviale W → P1k de fibre ge´ne´rique une courbe elliptique, les points
rationnels sont denses pour la topologie de Zariski. Ces proble`mes sont ouverts de´ja`
pour k le corps Q des rationnels.
La de´monstration du the´ore`me suivant est entie`rement paralle`le a` celle du the´ore`me
7.1 et est laisse´e au lecteur.
The´ore`me 7.4. Soit X une surface del Pezzo de degre´ 2 sur un corps k de ca-
racte´ristique nulle, sans point rationnel. Si tout point ferme´ de degre´ 2 sur X
est image re´ciproque d’un point rationnel de P2k via le morphisme anticanonique
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X → P2k, alors il existe une surface de del Pezzo de degre´ 1 sur k dont les points k-
rationnels ne sont pas denses pour la topologie de Zariski, et donc qui en particulier
n’est pas k-unirationnelle.
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